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                      摘    要

不等式是数学分析中的重要内容，而证明不等式常用的方法是代数方法，但是有些不等式的证明是比较困难的.随着概率论的发展，概率方法日益广泛地应用于其它数学学科。概率论的一个重要研究领域，是用概率方法对一些不等式进行巧妙地证明。这样,一方面可为学习高等数学提供概率背景,沟通不同学科之间的联系，另一方面也可简化证明不等式的证明.在证明某些不等式时,抓住不等式的特点,利用概率论的基本性质、随机概率模型、函数的凹凸性，往往能使证明过程变得非常简捷、有效.

我们对概率方法在求解或证明数学分析中不等式应用的基本思想做一个粗略的描述：首先构造一个适当的概率模型，然后利用概率论的性质、公式及定理解决问题.而如何构造适当的概率模型是解决问题的难点，如何应用是关键.本文将通过对概率方法的分析、论证，结合在数学分析中证明不等式的应用实例，证明其简便性、趣味性及其实用价值.

关键词： 概率论；数学期望；随机概率模型
         

                   Abstract 
Inequality is an important part in the mathematical analysis,and prove the inequality commonly used method is the algebraic method..But some inequalities proved to be more difficult. With the development of probability theory, the probabilistic method more widely used in other disciplines. An important research field of probability theory is use probabilistic methods for some inequality clever proof. Thus, on the one hand the probability of the background for the study of higher mathematics, communication links between different disciplines, it also simplifies the proof of inequality proof. To prove certain inequalities, seize the inequality characteristics, the use of the basic nature of the probability theory, random probability model, the function bump, often can prove that the process becomes very simple and effective.

    Our probabilistic method for solving or inequation application of mathematical analysis to prove the basic idea of doing a rough description: First of all constructing an appropriate probability model, and then the nature of probability theory, formulas and theorems to solve the problem. And how to construct an appropriate probability model is difficult to solve the problem, how to use is key. This paper will analyze the probability approach, demonstration, combined with mathematical analysis to prove the inequation in the application example, prove easy, fun and practical value. 

Keywords: probability theory;  random expectations ; random probability model
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1．引  言

众所周知，概率论与数理统计是应用非常广泛的数学学科，其理论和方法的应用为科学技术、工农业生产等的现代化作出了重要贡献，同时它促进了其它数学学科的飞速发展，在跨入21世纪的今天，科学技术和数学的发展对概率论与数理统计的应用依赖越来越强，世界许多国家都非常重视它的研究和发展.另外广泛的应用促进了概率论与数理统计的极大发展.
数学分析是概率论的基础，而概率论是具有广泛应用的数学分支，对于某些复杂的不等式问题如果使用数学分析中的方法是很难解决的，但利用概率论方法来解决是很简便的。概率论是数学的一个分支，这说明了概率方法应用的广泛性，同时也深刻揭示了概率论与其他数学分支之间的关系，因此利用概率方法去解决其它学科中的问题是十分重要的. 
通过本课题的研究可以科学的、更广泛的了解概率论的应用.通过用概率方法证明数学分析的不等式问题的举例可以了解到概率方法在解决数学分析中的不等式问题是十分方便的.对于某些复杂的问题,使用初等代数和数学分析中的方法是难以解决的,但是利用概率论的方法去解决却很简便。 通过建立概率模型，利用概率论相关定理解决复杂的不等式问题，这样把高等数学不同学科的有关知识以及高等数学和初等数学联系起来 ,从而拓宽了解题思路对.于概率思想在数学分析中还有更加广泛的应用，需要我们进一步去探索和实践.
                 2. 应用举例

一．构造概率模型求不等式

在概率论中，若
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现在，反过来去建立一个概率模型，利用
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) =1或其他概率论中的某些结果去证明一些等式与不等式的方法，常称为概率模型法.即用概率论的思想方法，建立适当的概率模型去解决一些表面看来并不属于概率论范围的问题的解决方法叫做概率模型法.
利用概率模型法解题，关键是建立一个适当的概率模型.假如，当给定的问题是：

1 ) 字母的取值是非负整数；

2 ) 式子的一边可转化为 1 (或0)；可以考虑使用概率模型法去解决.
例  要证明
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.这当然是一个组合等式，现用概率模型法证明如下：

设有红、白两色的小球各
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个小球 (每个小球被抽到的机会一样).设“取出的
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二．概率方法的利用

1.利用概率的相关性质证明不等式

 (1) 利用事件关系运算

(Weierstrass不等式)设
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证明：设事件
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(2) 利用随机事件的性质证明不等式

证明： 
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分析：此不等式等价于
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进而等价于   
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证明  设随机试验
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2.证明系列凸函数不等式

定理  设
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(1).Hadamard不等式
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证明：构造一连续随机变量
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再构造一随机变量
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两边积分，得
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(2)设
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证明：构造一连续随机变量
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3.证明一些三角不等式

设离散型随机变量
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(1).有限条件的三角不等式
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 证明：由条件知
[image: image125.wmf]2

sin

sin

sin

2

2

2

=

+

+

g

b

a

;

构造随机变量
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构造概率分布列，
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则原不等式成立. 

注意：构造概率分布列时，要要注意概率的和为1且非负.
例  若
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故可构造概率分布列：
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从而原不等式成立.

(2)含根号的三角不等式

例  已知a,b是不相等的正数，

    试证 
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证明：构造离散型随机变量
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例   已知
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    求证：
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证明：构造离散型随机变量
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三．典型分析不等式的概率证法

先看数学分析中的引理（Jerson不等式）

若
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例  Turner-Conway不等式的概率证明
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证明： 设事件
[image: image220.wmf]k

j

A

,
[image: image221.wmf]m

j

,

,

1

L

=

,
[image: image222.wmf]n

k

L

,

1

=

,相互独立，且
[image: image223.wmf](

)

k

k

j

j

a

A

P

=

，则
[image: image224.wmf](

)

k

k

j

j

b

A

P

=

.       注意          
[image: image225.wmf](

)

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

å

Õ

Õ

å

Õ

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

m

j

n

k

j

k

k

k

k

k

k

k

k

a

A

P

A

P

A

P

A

P

A

P

A

P

A

P

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1


而      
[image: image226.wmf](

)

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

å

Õ

Õ

Õ

å

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ú

û

ù

ê

ë

é

n

k

m

j

j

n

k

m

j

j

n

k

m

j

j

n

k

m

j

j

n

k

m

j

j

k

k

k

k

k

b

A

P

A

P

A

P

A

P

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1


由
[image: image227.wmf](

)

1

式等价于 
[image: image228.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

<

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

Õ

å

å

Õ

=

=

=

=

n

k

m

j

j

m

j

n

k

j

k

k

A

P

A

P

1

1

1

1

                
[image: image229.wmf](

)

2


不妨设
[image: image230.wmf]n

m

³

,
[image: image231.wmf]Õ

=

Ì

m

j

j

j

k

k

A

A

1

,
[image: image232.wmf]n

k

,

,

1

L

=

,则
[image: image233.wmf]C

n

k

m

j

j

n

k

j

k

k

A

A

1

1

1

=

=

=

å

Õ

Ì

,
[image: image234.wmf],

,

,

1

m

j

L

=

进而有

                  
[image: image235.wmf]Õ

Õ

å

Õ

=

=

=

=

Ì

n

k

m

j

j

m

j

n

k

j

k

k

A

A

1

1

1

1

    

于是     
[image: image236.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

Õ

å

Õ

å

å

Õ

Õ

å

=

=

=

=

=

=

=

=

n

k

m

j

n

k

j

m

j

j

m

j

n

k

j

n

k

m

j

j

k

k

k

k

A

A

P

A

P

a

P

1

1

1

1

1

1

1

1

  
[image: image237.wmf](

)

3


注意


[image: image238.wmf]Õ

å

Õ

å

Õ

Õ

Õ

å

å

Õ

Õ

å

å

Õ

Õ

å

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

·

=

·

=

·

=

-

m

j

n

k

j

n

k

m

j

j

m

j

n

k

j

n

k

m

j

j

m

j

n

k

j

n

k

m

j

j

m

j

n

k

j

n

k

m

j

j

k

k

k

k

k

k

k

k

A

A

A

A

A

A

A

A

n

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

                                                                      
[image: image239.wmf](

)

4


易见      
[image: image240.wmf]Õ

å

Õ

=

=

=

Ì

n

k

m

j

j

n

k

j

k

k

A

A

1

1

1

   ，  
[image: image241.wmf]Õ

å

Õ

=

=

=

Ì

·

m

j

n

k

j

m

j

j

k

A

A

A

1

1

2

1

1

2

    

则        
[image: image242.wmf]Õ

å

Õ

å

Õ

Õ

=

=

=

=

=

=

·

Ì

·

·

m

j

n

k

j

n

k

m

j

j

m

j

j

n

k

k

k

k

k

A

A

A

A

A

1

1

1

1

1

1

1

1

2

  
[image: image243.wmf]
由
[image: image244.wmf](

)

4

式有


[image: image245.wmf](

)

(

)

0

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

1

1

2

>

-

·

-

·

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

·

·

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

Õ

Õ

Õ

Õ

Õ

å

Õ

å

=

=

=

=

=

=

=

=

m

j

j

n

k

k

m

j

j

n

k

k

n

k

m

j

n

k

j

m

j

j

b

b

b

A

A

A

P

A

A

P

k

k

k

k

从而由
[image: image246.wmf](

)

3

式即知
[image: image247.wmf](

)

2

式成立，定理证毕.
例  柯西不等式的证明

   假设
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 证明：设
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  通过上述例子说明了,如果用概率论方法来证明一些不等式,不但可以简化证明,而且可以为学习高等数学提供概率论背景,有机结合不同学科之间的关系.针对不同的问题,通过构造适当的概率模型,运用概率论方法对一些常用不等式加以证明.一方面，显示了概率方法在证明某些数学极限的简明性、直观性并且十分有效，为其提供了一定的概率背景.另外，也体现了数学学科之间的深刻联系.利用概率方法的关键在于根据数学分析中不同的类型不等式，利用函数的凹凸性，恰当的构造一个概率分布，结合概率中数学期望证明不等式，比运用代数方法证明要简单明了.此法不论对初等数学还是高等数学，都有一定的实际应用价值，它使数学的不同分支之间架起了桥梁.
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